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Netze und Gyroide: wenig bekannt und doch in Chemie,
Materialwissenschaften und Mathematik allgegenwartig
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yy Die Geometrie ... hat Gott die Ur-
bilder fiir die Erschaffung der Welt
geliefert. “«

Johannes Kepler!!

1. Einleitung

Wir berichten hier iiber eine faszi-
nierende geometrische Figur, die in der
Chemie und den Materialwissenschaf-
ten allgegenwirtig, aber noch nicht
hinreichend bekannt ist. Wir rufen des-
halb die Mathematiker auf, der reich
strukturierten Natur mehr Aufmerk-
samkeit zuteil werden zu lassen, und
ermutigen die Materialwissenschaftler,
ein wenig mehr tiber Mathematik zu
lernen. Unser Ziel ist keine strenge
mathematische Abhandlung, um etwas
Mathematik kommen wir am Anfang
aber nicht umhin.

RegelmiBige Korper wie die fiinf
Platonischen Polyeder, die seit Jahrtau-
senden bestaunt werden, sind ein fester
Bestandteil der menschlichen Kultur.
Wir betrachten die Platonischen Kérper
hier als die fiinf regelméfigen Parket-
tierungen auf einer Kugeloberfldche,
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d.h. einer zweidimensionalen, positiv
gekrimmten (konvexen) Fliche. Die
Fahne einer Parkettierung auf einer
zweidimensionalen Fldche ist eine
Kombination aus einer Kachel, einer
Kante und einem Scheitel, die zusam-
menfallen. Eine allgemein akzeptierte
Definition fiir RegelmaBigkeit ist
Fahnentransitivitit, d.h. alle Fahnen
stehen iiber die Symmetrie der Parket-
tierung miteinander in Beziehung (es
gibt also nur eine Art von Fahne).
Neben den fiinf Platonischen Kor-
pern gibt es drei regelmifBige Parket-
tierungen von Ebenen (also Flichen mit
der Kriimmung null), bei denen diese in
der vertrauten Weise flichendeckend
mit gleichartigen Dreiecken, Quadraten
oder Sechsecken bedeckt sind. Auch die
entsprechenden regelmifigen Parket-
tierungen des dreidimensionalen Raums
sind bekannt. Fahnen lassen sich damit
als Polyeder (Kacheln) mit einer Fliche,
einer Kante und einem Scheitel auffas-
sen, die zusammenfallen. Die regelmai-
Bigen Parkettierungen der Dreisphére
sind die sechs nicht sternformigen re-
gelméBigen Polytope des vierdimensio-
nalen Raums. Der vierdimensionale
Raum ist hier der vielféltigste, in ho-
herdimensionalen Rdumen gibt es nur
drei regelméBige Polytope (und im
dreidimensionalen natiirlich fiinf). Im
flachen dreidimensionalen (also eukli-
dischen) Raum, dem Raum unserer
Alltagserfahrung, gibt es nur eine re-
gelmiBige Parkettierung, die bekannte
Ausfiillung des Raums mit gleichartigen
Wiirfeln mit gemeinsamen Kanten
(Flache an Fliache). Das klassische Werk
iiber diese Korper ist Regular Polytopes
von Coxeter. Der Autor merkt darin zu
den Parkettierungen des dreidimensio-
nalen euklidischen Raums an: , Fiir die
Entwicklung einer allgemeinen Theorie
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ist es ein ungliicklicher Zufall, dass nur
ein Wabenmuster [eine Parkettierung]
regelmiBig ist ...

Dies ist in der Tat misslich, denn
vielleicht als Konsequenz daraus wurde
die Vielfalt periodischer Graphen, die
die topologische Basis von Kiristall-
strukturen bilden, von Mathematikern
weitgehend vernachléssigt. Der Graph,
der mit der regelmidBigen Wiirfel-Par-
kettierung verkniipft ist (und darauf
zuriickgeht), besteht aus Kanten und
Scheiteln. In der Natur tritt dieser
Graph in einer Modifikation von ele-
mentarem Polonium auf, Chemiker
sprechen daher héufig vom a-Po-Netz.
Kiirzlich wurde ein System zur Be-
schreibung von Netzen entwickelt, in
dem das a-Po-Netz das Symbol peu er-
hielt.”! Dieser Essay handelt von einem
anderen periodischen Graphen und der
damit verbundenen Fliche.

2. Netze und Parkettierungen

Als vor einigen Jahren eine Taxo-
nomie dreiperiodischer Netze (einer
besonderen Art periodischer Graphen)
entwickelt wurde, konzentrierte man
sich bewusst auf die Netze und nicht auf
die entsprechenden Parkettierungen.*
Als regelméBige Netze wurden solche
definiert, bei denen die Scheitelfigur —
die Figur, die durch die benachbarten
Scheitel festgelegt ist —, aus Symme-
triegriinden ein regelmiBiges Polyeder
oder Polygon ist. Fiinf derartige Netze —
mit dem gleichseitigen Dreieck, dem
Quadrat, dem Tetraeder, dem Oktaeder
und dem Wiirfel als Scheitelfiguren —
wurden nachgewiesen (Abbildung 1).
Fiir jedes dieser Netze gibt es genau eine
natiirliche Parkettierung, deren Kacheln
aber nicht notwendigerweise Polyeder
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Abbildung 1. Fragmente der regelmifiigen
Netze mit ihren Symbolen und Scheitelfigu-
ren. Die natiirliche Pflasterung der Netze ist
verkleinert wiedergegeben, in Wirklichkeit fullt
sie den Raum aus.

im iiblichen Sinn sein miissen, da auch
Scheitel moglich sind, an denen sich nur
zwei Kanten treffen (Abbildung 1). Bei
regelméBigen Netzen ist die natiirliche
Parkettierung die einzige, die die volle
Symmetrie des Netzes aufweist. Inter-
essanterweise scheinen diese fiinf Netze
die einzigen zu sein, bei deren Parket-
tierungen jeweils genau eine Art von
Scheitel, Kante, Fliche und Kachel
auftritt (Transitivitit 1111).5! Diese fiinf
Netze sind fiir die Geometrie von Kris-
tallen, und periodisch aufgebauten
Stoffen allgemein, hochst bedeutsam.

Angew. Chem. 2008, 120, 8116 —8121

3. Das srs-Netz und K,

Unabhingig von der Erforschung
regelméBiger Netze warf Toshikazu Su-
nada kiirzlich die Frage auf, welche
dreiperiodischen Netze stark isotrop
sind, also welche Permutation der zu
einem Scheitel benachbarten Scheitel
durch eine Symmetrieoperation des
Musters erhalten werden kann (all diese
Permutationen erstrecken sich auf Iso-
metrien des Netzes).’! Da die Zahl der
Permutationen fiir einen n-fach koordi-
nierten Scheitel n! ist, begrenzt die
Einschridnkung einer kristallographi-
schen Symmetrie in einer dreiperiodi-
schen Struktur (wegen der es insbeson-
dere keine Symmetrieelemente der
Ordnung 5 gibt) die moglichen Koordi-
nationszahlen in einem stark isotropen
Netz auf drei oder vier, und nur zwei der
oben erwihnten regelmifligen Netze
sind stark isotrop. Die beiden Netze
(Abbildung 1) werden mit srs (dreifach
koordiniert) und dia symbolisiert (vier-
fach koordiniert).’! Letzteres ist das
Netz der Diamantstruktur, ersteres das
Hauptthema unseres Essays. Wie Suna-
da anmerkte, ist der Quotientengraph
der Diamantstruktur (der Graph, bei
dem Translationen ausgeklammert sind)
der vollstdndige Graph mit vier Schei-
teln (K,), daher benannte er sie K,-
Kristall.

Die Publikation von Sunada erregte
einiges Aufsehen: FEine Pressemittei-
lung der American Mathematical So-
ciety rithmte unter der Uberschrift ,,Ein
Kristall, den die Natur iibersehen haben
mag®“ seine ,atemberaubende Schon-
heit“ und fragte, ob dieser Kristall in der
Natur vorkommen oder synthetisiert
werden konnte.!! Der Kristall wurde
ferner in Science, Nature Materials und
zahlreichen anderen Zeitschriften mit
dhnlichem Tenor besprochen. Die Tat-
sache, dass eine Struktur, die Kristallo-
graphen und Kristallchemikern seit fast
einhundert Jahren und Materialwissen-
schaftlern und Festkorperphysikern seit
mehr als fiinfzig Jahren bekannt ist,
plotzlich in den Mittelpunkt des Inter-
esses riicken konnte, verdeutlicht die
Kluft zwischen der Mathematik und ei-
nigen der iibrigen Naturwissenschaften.

In seiner am stidrksten symmetri-
schen Einbettung ist das srs-Netz ku-
bisch, und die Scheitel befinden sich an
den Fixpunkten der Punktgruppe 32
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(D3), an denen sich dreizdhlige und
zweizéhlige Achsen schneiden. Die Ko-
ordinaten sind dadurch festgelegt; diese
Struktur bezeichnen Kristallographen
als invarianten Gitterkomplex. Diese
Strukturen sind alle in den International
Tables for Crystallography dokumen-
tiert (eigentlich eine Pflichtlektiire fiir
Mathematiker, die an periodischen
Strukturen interessiert sind); dort ist Y*
das Symbol fiir das srs-Netz.”! Dieses
Symbol erschien erstmals 1933 in einer
Veroffentlichung von Heesch und La-
ves, die sich mit seltenen Kugelpackun-
gen befasst.®! Daher wird das srs-Netz
auch Laves-Netz genannt, ferner wurde
es in einer wegweisenden Publikation
von Wells als ,,Netz 1“ [und spiter als
(10,3)-a] bezeichnet. Wells fiihrte auch
einige Beispiele aus der Kristallchemie
an.’! Am deutlichsten wird dies bei ei-
ner Verbindungsklasse, deren Struktu-
ren mit derjenigen von SrSi, verwandt
sind (daher das Symbol srs), wobei das
Netz die Topologie der Si-Teilstruktur
angibt. Eine spektakuldre Entdeckung
war kiirzlich eine dreifach koordinierte
Hochdruckmodifikation von elementa-
rem Stickstoff."”) Nachdem das Interes-
se an Koordinationspolymeren und me-
tall-organischen Gertisten in den 1990er
Jahren wieder zunahm, wurden bald
solche Verbindungen mit srs-Topologie
entdeckt,'"'? sodass diese heute nichts
Ungewohnliches mehr ist. Auch eine
allotrope, metallische Kohlenstoffmodi-
fikation mit dieser Topologie wurde
vorgeschlagen.'¥] Die Eigenschaften des
Netzes, das in Abbildung 2 wiedergege-
ben ist, werden bei einer Symmetriebe-
trachtung noch deutlicher. In seiner am
starksten symmetrischen Einbettung ist
die Symmetrie des Netzes 14,32 iso-
morph mit der kombinatorischen Sym-
metrie (der Automorphismen-Gruppe)
des Graphen. Diese Symmetrie ist die
komplexeste fiir Raumgruppen, bei de-
nen nur eigentliche Symmetrieopera-
tionen auftreten (Rotationen und
Translationen). Wichtig sind die sich
nicht schneidenden vierzdhligen Ach-
sen, bei denen es sich entweder um 4,-
oder 4;-Schrauben handelt. Ferner gibt
es sich nicht schneidende dreizéhlige
Achsen, die entweder dreizidhlige Ach-
sen oder 3,- oder 3,-Schrauben sind. Da
alle Symmetrieoperationen eigentlich
sind, ist die Struktur chiral, und es gibt
eine links- und eine rechtshéndige Form.
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Abbildung 2. Das srs-Netz. a) Ansicht entlang
einer vierzihligen Achse. Man beachte die 4;-
Helices. b) Ansicht entlang einer dreizihligen
Achse. Man beachte die 3,-Helices. c) Zwei
einander durchdringende srs-Netze entgegen-
gesetzter Handigkeit.

Das srs-Netz ist also das einzige dreifach
koordinierte, dreiperiodische Netz mit
einer dreizdhligen Symmetrie am
Scheitel und daher das einzige Netz mit

www.angewandte.de

dquivalenten Kanten (Kantentransitivi-
tiit).

Der Weg, auf dem das srs-Netz
50 Jahre zuvor Eingang in die Mathe-
matik gefunden hatte, ist interessant.
Bei regelmiBigen Polyedern {n,3} mit
n=3, 4 oder 5 treffen sich an jedem
Scheitel 3 n-Ecke (Tetraeder, Wiirfel
oder Dodekaeder). Bei einer {6,3}-Par-
kettierung ist die Ebene mit regelméafi-
gen Sechsecken bedeckt, und bei {n,3}
mit 7 > 6 handelt es sich um Parkettie-
rungen der hyperbolischen Ebene. Wir
konnen aber (wie von Coxeter vorge-
schlagen™ und spiter von Griinbaum
aufgegriffen™) Flichen zulassen, die
eine unbegrenzte Kantenzahl aufweisen
und schiefe Vielecke sein diirfen. {o0,3}
entspricht dann einem verallgemeiner-
ten Polyeder, das jetzt als Familie von
Vielecken derart definiert ist, dass zwei
beliebige Vielecke entweder einen
Scheitel oder eine Kante (zwei benach-
barte Scheitel) gemeinsam haben oder,
wenn dies nicht der Fall ist, jede Kante
zu genau zwei Vielecken gehort.

In der Tat gib es zwei derartige Po-
lyeder, deren Flichen Helices sind, die
dreiwertige Scheitel aufweisen: {co0,3}a
und {c0,3}b. Die Flichen dieser Poly-
eder sind dreizdhlige oder vierzdhlige
Helices (Abbildung 3) und ihre Netze
(ihre Sitze von Kanten und Scheiteln)
sind vom srs-Typ. Dieses Merkmal wur-
de von Griinbaum,™ der auch Wells!
zitiert, erkannt und beschrieben. In sei-
nen frithen Arbeiten nannte Coxeter
dieses Netz ,,Laves-Graph*."¥

In der natiirlichen Parkettierung
dieses Netzes gibt es nur eine Art von
Kachel mit drei Zehnecken (Abbil-
dung 1).F! Diese Zehnringe sind die
einzigen Ringe in der Struktur (Ring
meint hier eine geschlossene Kurve, die
nicht die Summe kleinerer Ringe ist),
und in jedem Scheitel treffen sich 15
dieser Zehnecke.

4. Einander durchdringende srs-
Netze

Zu jeder Parkettierung lisst sich ei-
ne duale Parkettierung definieren, bei
der durch Verbinden der Mittelpunkte
von benachbarten Kacheln der Aus-
gangsparkettierung neue Kanten einge-
fiihrt werden. Das erhaltene duale Netz
hat dann eine Koordinationszahl, die
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Abbildung 3. Fragmente des {00,3}-Polyeders.
Die Kanten sind 3,- und 4,-Helices, die Ach-
sen sind als Zylinder dargestellt. Das Netz ist
in beiden Fillen vom srs-Typ.

der Zahl der Flachen der urspriinglichen
Parkettierung entspricht. Bei srs-Netzen
ist auch das zugehorige duale Netz
wieder vom Typ srs, weist aber nun die
entgegengesetzte Héndigkeit auf. Wie
schon Wells wusste, konnen die beiden
enantiomeren Formen ineinandergrei-
fen (Abbildung 2);['%! dies wurde spiter
fiir Koordinationspolymere nachgewie-
sen.'"! Dieses Durchdringen und die
periodische Fldche dazwischen fiihren
uns zum interessantesten Teil unseres
Essays.

Die geometrischen Muster (Netze)
von Wells, die zur Beschreibung der
Anordnung in Kristallen genutzt wur-
den, wurden bald in einem ganz anderen
Zusammenhang entdeckt: bei weichen,
fehlgeordneten Fliissigkristallen. Die
Kluft zwischen der Untersuchung ato-
mar geordneter und molekularer Kris-
talle (von Flussigkristallen) und der
reinen Geometrie verringerte sich durch
die Arbeiten von Vittorio Luzzati und
seinen Kollegen, die in den 1960er Jah-
ren die Selbstorganisation von organi-
schen Amphiphilen (einschlieflich me-
tallischer Seifen und Lipiden) erforsch-
ten. Diese Stoffe bilden geordnete su-
pramolekulare Strukturen, deren ato-
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mare Ordnung sich héufig nicht von der
einer ungeordneten Schmelze unter-
scheidet, die kollektiv aber Beugungs-
muster wie Kristalle mit atomarer Ord-
nung hervorrufen. Die Arbeitsgruppe
von Luzzati entdeckte, dass sich bei ge-
eigneten Temperaturen und Wasserge-
halten zahlreiche neuartige Phasen bil-
den. Diese neue Klasse kondensierter
Materie wird heute weiche Materie ge-
nannt.

Eine dieser Strukturen, die Spegt
und Skoulios 1964 erstmals bei trocke-
nen Seifen entdeckten, wurde spiter
von Luzzati und Spegt als Paar einander
durchdringender Netze beschrieben,
dessen Kanten aus linearen Anordnun-
gen von Sr-Atomen bestehen, die in ein
unpolares (Kohlenwasserstoff-)Konti-
nuum eingebettet sind.'® Dieses Muster
entspricht dem Paar aus links- und
rechtshiandigen srs-Netzen in Abbil-
dung 2. Bis 1968 hatten Luzzati et al.
diese Struktur in zahlreichen Seifen und
Lipid-Wasser-Systemen nachgewie-
sen.” Die Wissenschaftler leiteten die
Struktur dabei alleine aus Pulverbeu-
gungsmustern ab (dazu zerstorten sie
absichtlich groBe Flussigeinkristalle),
ohne etwas iiber die fritheren Arbeiten
iiber diese Netze zu wissen.

5. Das Gyroid

Zur gleichen Zeit wurden Fliissig-
kristalle auch von schwedischen und
finnischen Physikochemikern unter-
sucht, zundchst von Per Ekwall, dann
von Kirister Fontell, Kare Larsson und
Kollegen. Thre Befunde deuteten auf
eine Zusammenlagerung der Mesogen-
molekiile zu Schichtstrukturen hin, die
den Doppelschichten in Zellmembra-
nen #hneln.” Wie aggregieren diese
Molekiile dann zu dem Paar chiraler srs-
Netze aus miteinander verkniipften
Kanten, das von Luzzati (wieder)ent-
deckt wurde? Dieser Zusammenhang
war nicht geklirt, bis Larsson et al. 1984
die Beziehung zwischen dem Paar von
srs-Netzen und einer schwammartigen
Fliche erkannten, die Gyroid (oder G-
Fliche) genannt wird.”! Diese in den
1960er Jahren vom NASA-Wissen-
schaftler Alan Schoen entdeckte Fla-
che?! (Abbildung 4) teilt den Raum
in ein Paar miteinander verschlungener
Kanéle, deren Achsen genau mit den
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Abbildung 4. Alan Schoen auf dem Dach des
Courant Institute in Manhattan mit seinem
Modell des Gyroids (Foto: Stefan Hildebrandt,
Nachdruck mit Genehmigung des Springer-
Verlags).

Kanten der srs-Netze zusammenfallen
(Abbildung 5). Damit war die Ver-
kniipfung zwischen der Beschreibung
von Luzzati und dem Membranmodell
hergestellt: das Netz beschreibt die
schwammartigen Kanéle der kompli-
ziert gefalteten Membran.

Abbildung 5. Das Gyroid, eine von Alan
Schoen entdeckte dreiperiodische Minimalfl-
che. Die Fliche ist zusammen mit den Laby-
rinth-Graphen abgebildet (rot und griin), die
die Kanalstruktur beschreiben. Beide Graphen
weisen eine srs-Struktur auf (siehe Abbil-
dung 2c¢, Bild: Gerd Schréder-Turk).

1992 berichtete eine Gruppe der
Mobil Research and Development
Corporation in zwei Publikationen tiber
geordnete Fliissigkristallstrukturen, die
als Templat fiir mesopordse Kieselsdu-
restrukturen dienen konnen, bei denen
sich der glasartige Stoff an der Grenz-
fliche ablagert, sodass nach der Calci-
nierung eine regelméfBige Anordnung
leerer Kanile zuriickbleibt.”**! In die-
ser kubischen Verbindung, die spiter
MCM-48 genannt wurde, ist die Grenz-
fliche die Oberflache des Gyroids, und
die Kanile durchziehen ein Paar sich
durchdringender Netze.?
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Der Einfluss dieser beiden Verof-
fentlichungen ldsst sich daran ablesen,
dass sie in den vergangenen 15 Jahren
mehr als 10000 Mal zitiert wurden. In
dieser Zeit ist iiber sehr viele anorgani-
sche Stoffe mit der Struktur von MCM-
48 berichtet worden, und vor kurzem
auch iiber ein hierarchisches mesopo-
roses Material mit kristalliner Ordnung.
Die Ordnung herrscht auf atomarer
Ebene und im Mesomafstab, und die
Liicke zwischen und Fliissigkristallen
und Kristallen mit atomarer Ordnung ist
damit geschlossen.”)

Das Gyroid ist eng mit anderen
wichtigen dreiperiodischen Minimalfla-
chen, die iiberall die mittlere Kriim-
mung null haben, verwandt. Die natiir-
lichen Parkettierungen der regelméfi-
gen Netze dia und peu sind auch
selbstdual (das verbleibende Paar nbo
und becu hat wechselseitig duale Par-
kettierungen), und Paare von Netzen
konnen sich durchdringen. Die periodi-
schen Minimalflichen zwischen den
Paaren werden die D- und P-Fliche
genannt. Die D-Flache wurde um 1860
von Bernhard Riemann parametri-
siert;® sie wurde spiter von Schwarz
wiederentdeckt, der auch die P-Fliche
entdeckte.” Beide Flichen haben eine
identische zweidimensionale Geome-
trie, sie unterscheiden sich aber in ihrer
dreidimensionalen Einbettung in den
Raum. Wie ein Blatt Papier einfach zu
einem Zylinder verbogen werden kann,
so sind auch Stiicke der D- und P-Fléche
durch eine Bonnet-Transformation in-
einander iiberfiihrbar.’” Schoen baute
Plastikmodelle der P- und D-Fliche, die
sich a la Bonnet biegen lieBen.’"! Bei
seinen mathematischen und physikali-
schen Untersuchungen entdeckte er ei-
ne dritte dreiperiodische Minimalfldche
zwischen den aperiodischen Interme-
diaten der D- und P-Fléache: das Gyroid.
Dennoch blieb das Gyroid in der Ma-
thematik bis zu der Entdeckung durch
Schoen unbekannt, der auch nur in ei-
nem NASA-Patent und dem Begleittext
dazu dariiber berichtete.”**! Diese
Struktur war von Mathematikern mehr
als 100 Jahre lang iibersehen worden!
Jedes Labyrinth des Gyroids wird zen-
triert durch das Netz, fiir das Sunada
sich interessierte.

Wire diese Entdeckung friither ge-
macht worden, wenn regelméiBige Netze
und ihre Parkettierungen bekannt ge-
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wesen wiren (obwohl nicht alle Paare
von Netzen dualer Parkettierungen
entsprechende Minimalflichen haben
miissen)? Vielleicht sollten wir die
Aussage von Sunada, das srs-Netz (K,)
sei die Struktur, die ,,die Natur zu er-
schaffen vergessen haben konnte“ um-
formulieren zu ,,die Struktur, die die
Mathematiker, angefangen bei Rie-
mann, iibersahen*?

Die Entdeckung der Beziehung
zwischen dem srs-Netz und dem Gyroid,
eine der gleichformigsten Faltungen ei-
nes sattelférmigen Schicht in den drei-
dimensionalen euklidischen Raum, of-
fenbarte weitere Verbindungen zwi-
schen diesem Netz und Stoffen. Inzwi-
schen ist bekannt, dass die Gyroid-
struktur auch bei zahlreichen anderen
»weichen“ supramolekularen Verbin-
dungen, von Lipiden in Zellen bis zu
synthetischen Polymerschmelzen, auf-
tritt.®? Mit dem Gyroid lisst sich zudem
das Direktorfeld von Molekiilen elegant
beschreiben, die in der ,blauen* Tief-
temperaturphase einer Klasse durch-
stimmbarer elektrooptischer Stoffe vor-
liegen.**34

Durch Gyroide wird der Raum sehr
regelméBig unterteilt. Diese Regelmé-
Bigkeit erklart, warum Gyroide in so
vielen unterschiedlichen Stoffen auftre-
ten.! Als MaB fiir die Universalitiit von
Gyroiden kann die Grofe von Kiristal-
len mit Gyroidstrukturen dienen. Bi-
kontinuierliche Phasen in Amphiphilen
haben Wiederholungsabstinde in der
GroBenordnung von 100 A. Bei hoher-
molekularen Polymeren kann dieser
Wert 10-mal grofler sein, damit ist der
Wiederholungsabstand  von  (Fliis-
sig)Kristallen etwa 100-mal groBer als
bei starren Kristallen mit atomarer
Ordnung. Selbst in weichen, im Grunde
geschmolzenen, molekular aufgebauten
Stoffen wie Polymerschmelzen kann al-
so eine Fernordnung auftreten; dabei
befinden sich 10°~10* Molekiile in einer
Elementarzelle.

Ein spektakuldres Beispiel fiir das
Auftreten des srs-Netzes in der Natur ist
im Sommer iliber den Feldern Europas
zu beobachten: Der Griine Zipfelfalter
(Callophrys rubi) ist ein préchtiger
Schmetterling, der an seinen metallisch
griin schimmernden Fliigeln leicht zu
erkennen ist. Mit einem optischen Mi-
kroskop sieht man in den Fliigeln eine
sehr grofe Zahl sich iiberlappender
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Schuppen.  Elektronenmikroskopisch
wird innerhalb vieler Schuppen eine
auBlergewoOhnliche dreidimensionale
Matrix aus hartem Geriistmaterial er-
kennbar®, die morphologisch mit dem
Gyroid verwandt sind.®” Kiirzlich wur-
de nachgewiesen, dass die Struktur der
Matrix exakt durch ein srs-Netz mit
verdickten Kanten wiedergegeben wird.
Das Material dhnelt damit einem wei-
chen Schwamm, der durch Ausfiillen
eines der Kanalsysteme des Gyroids
entsteht (Abbildung 6).5%%)

Abbildung 6. Chitin-Netzwerk in den Schup-
pen der Fliigel des griinen Zipfelfalters (Callo-
phrys rubi). Die braune Fliche legt die dufeere
Form der Chitinmatrix fest, deren Struktur
elektronentomographisch ermittelt wurde. Die
Kanile mit blauen Kanten sind ausgefiillt. Das
blaue srs-Netz beschreibt dieses Chitin-Netz-
werk erstaunlich genau (Bild: Stuart Ramsden
und Gerd Schréder-Turk).

Die Kantenldnge dieser srs-Matrix
betrédgt ungefihr 3000 A und liegt damit
in der GroBenordnung der Wellenlédnge
sichtbaren Lichts. Die schone Férbung
des sich bewegenden Fliigels wird
wahrscheinlich durch die Streuung des
Sonnenlichts in der srs-Matrix hervor-
gerufen. Optophysiker sind an dem
Matrixmaterial interessiert, denn es
konnte sich um natiirliche dreidimen-
sionale photonische Kristalle handeln,
nach denen lange gesucht wurde, weil
damit Fortschritte bei optischen Com-
putern moglich sind. Das Matrixmate-
rial entsteht in der Schmetterlingspuppe
und ist ein Beispiel fiir die Selbstorga-
nisation weicher Materie in der Natur.
Diese weiche Materie setzt sich aus
Membranbestandteilen und Proteinen
zusammen, die als Templat fiir die spé-
tere Bildung des harten Geriists im
schliipfenden Schmetterling dienen. Die
Matrix bildet sich durch die Kondensa-
tion von Lipiddoppelschichten im glat-
ten endoplasmatischen Reticulum, die
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durch Proteine ausgelost wird und einen
viellagigen laminierten Schwamm lie-
fert. Die Homogenitit des Gyroids er-
moglicht eine einheitliche Kriimmung
und Packung der Lipidmembranen und
der beteiligten Proteine. Auch in diesem
komplexen chemischen System folgt die
Entstehung der srs/Gyroid-Strukturen
aus ihrer grolen RegelmifBigkeit.

SchlieBlich mochten wir dazu er-
muntern, den Arbeiten von Mathema-
tikern mehr Aufmerksamkeit zu schen-
ken. Die wunderschonen und komple-
xen periodischen Strukturen der Natur
sind ein aussichtsreiches Feld fiir tief-
greifendere mathematische Untersu-
chungen. Gleichzeitig fordern wir die
Mathematiker auf, ihre Arbeiten ande-
ren Naturwissenschaftlern besser ver-
standlich zu machen, etwa durch die
Aufnahme von Bildern wie in Lit. [5]
durch Sunada.
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